CHAPITRE 3

Fonctions : généralités...

| - Qu’est-ce qu’une fonction?

On trouve dans le dictionnaire la définition suivante :

4. FONCTION n.f. (de fonction 1; 1692 ) 1. Math. Grandeur variable dont la valeur dépend de celle qui
est attribuée a une autre variable, dite variable indépendante. - 2. (1890) Etre fonction de, dans la langue
usuelle, se dit d'une chose dont la nature, le role, etc. dépendant d’'une autre chose : Le développement
de l'enfant est fonction de l'établissement des connexions nerveuses.)

Arrétons-nous la! Ces dates montrent que la notion mathématique date de la fin du XVII®™€ siécle (voir le petit
aparté historique page 4) et que cette notion est entrée dans la langue usuelle deux siecles plus tard. Eh oui! Une
notion mathématique est passée dans le langage courant!

Elle est en effet assez naturelle : il est facilement compréhensible que la taille d'un enfant varie en fonction de son
age, que I'on prépare sa valise en fonction dela destination de son voyage, que la consommation d’une voiture varie
en fonction de sa vitesse, etc.

D’ailleurs, nous ne donnerons pas une définition mathématiquement rigoureuse d'une fonction. Pour cela, il aurait
fallu étre habitué a la notion de relation entre des ensembles : vos parents y avaient été initiés des la maternelle... En
parler maintenant risquerait de vous traumatiser durablement.

Le contenu des enseignements ayant changé, il faut adapter nos travaux d’approche. Nous reviendrons d’ailleurs
a la notion originale, celle de LEIBNIZ, celle d’action, de mécanisme, de fonctionnement, de dépendance, bref une
notion dynamique.

-
Définition 1 : Fonction numérique d’'une variable réelle

On appelle fonction numérique d'une variable réelle un « mécanisme mathématique » qui, a tout nombre ap-
partenant a un certain ensemble appelé domaine de définition de la fonction, associe un nouveau nombre,
appelé image du nombre initial.

LAGRANGE présenta cette idée d’'une maniere un peu plus sophistiquée comme nous pouvons le découvrir sur le
texte de la figure 1 page suivante :
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THEORIE
DES F'ON(IT?'I_()N-S ANALYTIQUELS,

.

CONTENANT

Les principes du Caleal différentiel, dégagés de toute considération
@ influiment petits on d évanonissans , de limites o de fluxions,
ol réduits 4 I Aﬁaﬁ‘s& alfgéﬁrigue des quantités finies.

.

PREMILRE PARTIE .

Exgposition de fa Théorie, avec ses principaux usages dans I Analyse.

1. ()N apypelle fonction dune ow de plusicurs quantitds, toute expression
de caleul dans laque[le ces tlpmmit(‘s entrent d'une manidre quelconque,
mélées ov non avec dauires quantités qu'on regarde comme ayant des
valeurs donndes et invariables , tandis que los quantités de fa fonction
peavent recevorr tontes les valeurs possibles, Afnsi dans les fonctions on
e considére que [es quantités quwon suppose variables , sans avcun &gard
aux comstaules qui peuvent y &tre milées.

.2. Pour marquer une fonction d'ane seule varizble commex, nous forons

simplement précéder cétte variable de la lettre on &armaiérisiique £, ou £
*mals lorsqwon voudra désigner a fonction d'une quantité déji composde

FI1G. 1 - Extrait de la « Théorie des fonctions analytiques » de LAGRANGE

Nous ne pouvons vraiment définir la notion de « mécanisme » mais elle est assez parlante pour vous aider a com-
prendre ce qu’est une fonction.

Exemple 1:

Considérons par exemple la fonction qui a tout nombre réel associe le carré de son double auquel on ajoute
dix-huit. Calculez les images de 7, —%, V3.

Voyons si c’est bien compris : je pars de 7, je prends son double, c’est-a-dire 14, je I'éleve au carré ce qui donne 196
puis j’ajoute 18 et jobtiens 214. L'image de 7 par cette fonction est donc 214.
Il ne reste plus qu’a traiter les autres cas...

Nous avons ici défini une fonction qui transforme n’'importe quel nombre réel en un autre suivant un mécanisme
décrit par une phrase.

Nous pouvons également décrire cette fonction en utilisant des notations mathématiques utilisées depuis qu’elles
ont été introduites par LAGRANGE.
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Détaillons algébriquement la transformation d'un nombre quelconque 7 :

— on prend le double de 7 qui devient donc 2n;

— on éleve ce double au carré : on obtient (21)?;

— on ajoute au nombre précédent 18 : on obtient finalement 2n)% +18.

Ainsi, la fonction étudiée transforme un nombre réel quelconque 7 en (2n)? + 18.

Donnons un nom a cette fonction, par exemple ¢. C’est la lettre grecque « phi»... comme fonction. Le choix de la
lettre n’est pas important. On prend celle qu’on veut. On peut se mettre d’accord si vous voulez d’utiliser des lettres
grecques pour les fonctions pour les distinguer des nombres désignés par des lettres romaines mais ce n’est pas
obligatoire et il n'existe aucune régle générale. Sachez que quand LAGRANGE a introduit ses notations, il a utilisé f
pour la fonction et x pour la variable et que cette habitude est restée mais ce n’est qu'une habitude.

Au fait, en cas de perte de mémoire :af yde{nNOLKApVEOTTPOTVP X W ...

Revenons a notre probléme. Il est d'usage d’écrire :

Q: n— (2n)> +18

la petite fleche traduisant I'idée dynamique de transformation d'un nombre en un autre. Notez que cette fleche
commence avec un petit trait vertical. C’est une habitude pour la distinguer des autres types de relations désignés
par des fleches.

On peut aussi préciser les ensembles avec lesquels on travaille :

R — [0;+400[
(p:
n — @)

qui se lit : « la fonction ¢ qui va de R dans l'intervalle [0; +oo[ et qui 2 un nombre n associe le nombre (2n)2 + 18.

Voici une variante :

n-2. 2n)?+18

On a plut6t 'habitude d’écrire :

pn)=@2n)*+18

Le « ¢(n) » selisant « phi de n» et désignant 'image du nombre 7 par la fonction ¢. Il ne faudra surtout pas confondre
cette écriture avec une quelconque multiplication de ¢ par n. J’avoue que I'écriture est ambigué mais le contexte
nous permettra de distinguer les cas.

Par exemple, ici, on peut noter :

@ 7— 214
ou
72,214
Oou encore
@(7) =214

Faites de méme avec les deux autre exemples.
Avec nos notations, nous pouvons réécrire notre définition et préciser quelques notations :
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(@" Un peu d’histoire...

D’abord une date : 1692. C’est en effet cette année-la que Wilhelm LEIB-
NIZ(1646-1716) introduisit officiellement le terme de fonction du latin func-
tio : accomplissement, exécution qu a donné en francais fonctionnement.
La notation que nous utilisons actuellement, a savoir f(x) qui désigne
I'image de x par la fonction f a été introduite un siécle plus tard par Joseph-
Louis de LAGRANGE (1736-1813) dans sa « Théorie des fonctions analy-
tiques » parue en 1797 dont vous pouvez voir un extrait figure 1 page 2.
Pendant longtemps, f(x) désigna aussi bien une fonction que I'image d'un
nombre x par cette fonction. A partir de 1940, suite au travail du groupe de
mathématiciens francais BOURBAKI, c’est f qui désigne la fonction et f(x)
ne désigne que I'image de x par la fonction f.

Au lieu de f(x), on notait souvent avant LAGRANGE f I'image de x par la
fonction f. Cette notation est restée aujourd’hui pour désigner un cas par- FIG. 2 — W. LEIBNIZ

\_ ticulier de fonctions, les suites, que vous étudierez en classe de 1° . Y

[ —— :

-
=

(s )
Définition 2 : notation et vocabulaire

Soit 2, un ensemble. Une fonction ¢ est un « mécanisme mathématique » qui a tout nombre n appartenant
a9, associe le nombre ¢(n) appelé image de n par ¢.

On note :
92, — R
p: =7
n — @)

On appelle 2,, 'ensemble de définition de ¢.

Le nombre 7 est UN antécédent de ¢(n) par ¢.
N J
Il - Différentes représentations d'une fonction

Ftudions cette fois la fonction Y qui a un nombre n associe n- (n+1)-(n—-2):

R — [0;+oo]
v

n — n-n+l)-(n-2)

Par exemple, y(2) =...,, ¢(0,5) = ..., y(-2) = ...

a. Diagramme sagittal

On peut représenter la situation a I'aide d'un diagramme sagittal :
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0,5

720

0,375

DEPART ARRIVEE

Alors :

2 a pour image ........

1 a pour image ........

0,5 a pour image ........

—2 apour image ........

720 a pour antécédent ........
0,375 a pour antécédent ........
0 a pour antécédent ........

b. Tableau de valeurs

On aurait pu opter pour un tableau de valeurs:

n -3 -2 -1 0 1 2 3
w(n)
C. Utilisation de la machine

Ici les calculs peuvent étre effectués de téte mais dans certains cas l'usage de la machine rendra bien des services.
Comment obtenir le tableau ci-dessus avec une CASIO ou une TI?

TRELE

On appuie sur puis on sélectionne

L

_I
V1]
o
—
m
T
.
=
o

e e
Tl il

[ZEC [ T (NP [TTIP [TREL

On peut effectuer des réglages en sélectionnant [RANG] :
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gahle Earnae

Start: -3
End :

Start et End ne sont pas des mots trop compliqués a comprendre... Quant a Pitch, il correspond au pas régulier
entre chaque valeur des nombres dont on veut connaitre I'image.

On entre alors la formule correspondant a la fonction étudiée. Ici :

(o] [ [eT] [ (2] [3]

On obtient le tableau sur deux colonnes :

i Tl
-2
g 0
3 2
| ug

1
FTAEIDEL JROLL F-CoH [G-FLT

Pour calculer I'image d'une valeur n'intervenant pas dans le tableau, on met en surbrillance une valeur et on la
remplace par la nouvelle valeur. Par exemple, pour obtenir 'image de —2,5 a la place de celle de —1 on peut faire :

®® @2 HEE

B R y3 3 Yl ¥3
- a5 g -3 25 g
-2 ] 4 -g i y
[ -] I | IE®R 6.15 B.25

o -3 o g i -2 [ 5 =

[Forr =P P E-coH [GFLT (FAEI0EL JRiOL)) E-EI:IH|G-F.'LT
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Vérifier que vous étes dans le bon mode en tapant sur |! :

Taper ensuite sur l] et entrer la fonction comme pour les CASIO :

=2 ([ (== () [z

ararhl Grarhe Graeh=

MW BES2+]
welET3

wWa=

wy=

wWe=

~MWE=

W=

1l s’agit ensuite d’effectuer quelques réglages en allant sur [déf table] :

ODEFIHIF THELE
O&khTable=A
FazTakhle=1

Valeyrs:

Calculs:

Les deux premieres lignes sont faciles a utiliser. Pour les deux dernieres, on les réglera selon nos besoins.
Si on laisse en mode Auto, on a notre tableau avec un pas régulier :

* Y
1 |
1.1 1.1
1E 1 EXH
1.7 1,897
1.4 i ||
1.c z.HPE
1.6 %495

B=1

Le mode Dem est le mode manuel. En le mettant en surbrillance pour Valeurs, on obtient cet écran :
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& Y 1

=

11 suffit alors de taper dans la premiere colonne les valeurs des nombres dont on veut connaitre I'image.

d. Représentation graphique

Exemple 2 : \

Ivan IvaANOV, un dissident Bordure, décide de passer clandestinement la frontiere borduro-syldave en em-
pruntant un tunnel construit par la résistance. Malheureusement, le réseau a été infiltré par la police Bordure
qui a placé une balise GPS sur Ivan ce qui permet de suivre son cheminement. Voici le tracé obtenu par les
Bordures qui donne a chaque instant I'altitude en metres d’ Ivan en fonction du temps ¢ exprimé en minutes
sachant que ¢t = 0 correspond au passage de la frontiere :

131
12 +
11+
10+

! ! ! ! ! ! ! ! ! |

—11 f f f f f f f f f \
-11-10-9 8 -v 6 5 -4 -3 -2-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9

En utilisant ce graphique, répondez aux questions suivantes avec la précision permise par le tracé.

\ /

1. Combien de temps Ivan a-t-il passé sous terre?
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2. Combien de temps a-t-il mis pour atteindre la frontiere ?

6. Résumez le parcours d’'Ivan dans un tableau ol vous figurerez par une fleche vers le haut les périodes ot Ivan a

grimpé et par une fleche vers le bas les périodes ot Ivan a descendu.

7. Résumez le parcours d’'Ivan dans un tableau ot vous figurerez par un + les périodes ou Ivan a été au-dessus du
niveau de la mer et par un — les périodes ol Ivan a été en-dessous du niveau de la mer.

Voila 2 quoi se résume ce qui vous est demandé de savoir faire en classe de 2"% sur la lecture graphique...

(=
Exemple 3 :

Des savants syldaves ont mis au point une formule donnant la hauteur # du gazon du jardin du Guide Supréme
en centimetres en fonction du temps ¢ en année écoulé depuis la Grande Révolution :

/3
h(t):§—2t2+3t+10
- J
1. Complétez le tableau suivant :
4 0 | 025 0,5 (0,75 1,25| 1,5 | 1,75 2,25 2,5 | 2,75 3,25| 3,5 | 3,75 4,25
h(¥)
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2. Placez dans le repeére suivant les points de coordonnées (¢, h(t)), en remplagant ¢ par les valeurs du tableau. Vous
marquerez les points par une croix :

131

12 1

11+

10 1

3. Que se passe-t-il a votre avis « entre les croix » 2

.
-
Définition 3 : représentation graphique d’'une fonction

Soit ¢ une fonction définie sur un ensemble 9, et un repere (O,1,]).

On appelle représentation graphique de la fonction ¢ I'ensemble des points de coordonnées (z; (1)), avec
LE€Dy.

On note souvent cet ensemble (6,)

f Attention!

Une courbe peut étre... une droite. En effet, vous avez vu I’année derniere que la courbe représentative d’'une
fonction affine était une droite. Nous en reparlerons plus tard.
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Il - Résolution d’'équations et d’inéquations

a. Résolution graphique d’'équations

Nous ne savons résoudre que tres peu d’équations algébriquement (par le calcul). Par exemple, nous ne savons pas
résoudre sur [0; 4] 'équation :

x?)
2
?—Zx +3x+10=11

Mais nous savons tracer a peu pres la représentation graphique de la fonction

0;4 — R
t — L_22431410
3

Nous savons aussi tracer la représentation graphique de la fonction :

[0;4] — R
r — 11

Regroupons les deux représentations sur un méme graphique (il en manque une...) :

12 -

10

Un point situé a l'intersection de ces deux courbes... appartient a ces deux courbes donc ses coordonnées sont de la
forme:

— d’une part (¢, %3 — 212 +3t+10) car il appartient 2 (€p);

— d’autre part (¢,11) car il appartient a (€y).

Alors %3 —2t?+3t+10 =11 donc I'abscisse ¢ de ce point est une solution de I'équation %3 —2x*+3x+10=11

On peut donc lire les solutions de I'équation sur le graphiques : ce sont les abscisses des points d’intersection des
deux courbes.

Ici, on trouve trois solutions : x; =~ ....., X2 = ..... et X3 = ......

b. Résolution graphique d’'inéquations

C’est un peu le méme probléme que pour les équations. Reprenons I'exemple précédent. Nous ne savons toujours
pas résoudre sur [0; 4] I'inéquation :

3
X 2
—3 —-2x“+3x+10<11
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Mais nous savons tracer a peu pres la représentation graphique de la fonction

0:4 — R
t — L _2/24131410
3

Nous savons aussi tracer la représentation graphique de la fonction :

0;4] — R
r — 11

Regroupons les deux représentations sur un méme graphique (il en manque toujours une...) et plagons les trois
solutions trouvées précédemment :

12 1

11 -+

10

Un point de 6, dont I'abscisse t est située dans I'intervalle [0; x;] est au-dessous du point de 6, ayant la méme
abscisse.

Lordonnée ¢(t) du premier est donc inférieure a 'ordonnée (t) du second.

Ainsi, quelque soit £ € [0; x1], on a ¢(f) < W(#), c'est-a-dire %3 —2x%+3x+10 < 11. Lintervalle [0; x1] est donc inclus
dans I'’ensemble des solutions de I'inéquation.

Trouvez I'autre intervalle qui est inclus dans 'ensemble des solutions de I'inéquation.

Résolvez alors I'inéquation sur [0; 4] :

-
f Attention!

Ces méthodes de résolutions d’équations et d’'inéquations présentent deux gros inconvénients :

— on n'obtient que des APPROXIMATIONS des solutions. Pour vérifier s’il s’agit réellement d’'une solution
exacte, il faut effectuer un calcul ;

— on ne peut lire que les approximations des solutions qui apparaissent dans la « fenétre » affichée. On ne
peut donc pas savoir s’il en existe d’autres ailleurs.

Cependant, ces méthodes présentent 'avantage de pouvoir localiser a peu pres des solutions d’équations et

d’inéquations que nous ne savons pas (encore) résoudre algébriquement.
N J
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IV -  Variations d’une fonction

a. Définitions

P
<>
Définition 4 : fonctions croissantes et décroissantes sur un intervalle

Soit ¢ une fonction définie sur un intervalle I de R est dite

— croissante si, et seulement si, quels que soient les réels #; et t, dans I vérifiant #; < f», leurs images par ¢
vérifient aussi @(t1) < @(f2);

— décroissantesi, et seulement si, quels que soient les réels #; et £, dans I vérifiant # < f,, leurs images par ¢
vérifient aussi @ (t;) = @(1).

Autrement dit, une fonction croissante est une fonction qui conserve I'ordre et une fonction décroissante est une
fonction quil'inverse.

On parle de fonction strictement croissante si t; < t, implique () < @(t2) et strictement décroissante si t; < t»
implique ¢(t1) > @(12).

Graphiquement, la courbe représentative d’'une fonction croissante « monte » de la gauche vers la droite et celle
d’une fonction décroissante « descend ».

Exemple 4:

Déterminer graphiquement le sens de variation de la fonction ¢:

0;4 — R

5 étudiée pré-
to— L -22+3r+10

cédemment.

>
Définition 5 : fonction constante

Une fonction ¢ est constante sur un intervalle I de R si, et seulement si, quels que soient réels t; et t, dans R,
@(t1) = p(12).

>
Définition 6 : fonction monotone

Une fonction est monotone sur un intervalle I si, et seulement si, elle est soit toujours croissante, soit toujours
décroissante sur cet intervalle.
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(s
Définition 7 : extremum local

Soit ¢ un fonction définie sur un intervalle I de R.
Un réel M est un maximum local d'une fonction ¢ sur un intervalle ] inclus dans I si pour tout élément ¢ de J
on a

p) <M

C’est 'ordonnée du point le plus haut de la courbe représentative de f sur l'intervalle J.

Un réel m est un minimum local d'une fonction ¢ sur un intervalle ] inclus dans I si pour tout élément ¢ de J
ona
@) =zm

C’est 'ordonnée du point le plus bas de la courbe représentative de ¢ sur l'intervalle J.

Exemple5:

0;4 — R
Déterminez graphiquement les extrema locaux de la fonction ¢: 10; 4]

R étudiée pré-
ro— £-2+31+10

cédemment.

b. Tableau de variation

On représente parfois les variations d'une fonction par un tableau. La premiere ligne contient les valeurs impor-
tantes de la variable ¢, c’est a dire les bornes de I'intervalle de définition et les valeurs pour lesquelles le sens de
variation change. La seconde ligne expose les variations de la fonction par des fleches et les images, si elles existent,
des nombres présents dans la premiére ligne. En premiére, on y fera aussi apparaitre les limites de la fonctions.

0;4] — R

t — L-2243r+10

Par exemple, en reprenant une nouvelle fois la fonction ¢:

t 0 1 3
34 34
.. 3 3
Variations de
¢
10 10

V - Parité

g
-
Définition 8 : fonction paire

Dire qu’'une fonction définie sur un ensemble 2 est PAIRE signifie que :

Pour tout nombre x appartenanta 2, f (—x) = f(x)

Dans ce cas, la courbe représentative de f dans un repere orthogonal est symétrique par rapport a 'axe des ordon-
nées
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FONCTIONS : GENERALITES 15

fE=0 | f(x)

@ Exemple 6 :

| Vérifiez par exemple que la fonction h : x — 1+ V32 + x2 définie sur R est paire.

p
-
Définition 9 : fonction impaire
Dire qu’'une fonction définie sur un ensemble & est IMPAIRE signifie que :

Pour tout nombre x appartenanta &, f(—x) = —f(x)

Dans ce cas, la courbe représentative de f dans un repere orthogonal est symétrique par rapport a I'origine

Va

Exemple 7 :

| Vérifiez par exemple que la fonction & : x — % + xV32 + x2 définie sur R est impaire.
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VI - Fonctions composées

a. Définition

On part d'un nombre quelconque 7, on I'éléve au carré (n) puis on ajoute 5 au résultat (n? +5).
Appelons u les fonctions définies sur R par x — x? et x — x +5.

On peut schématiser la « transformation » du nombre 7 par n— n? —— n? +5.

Soit f la fonction qui & tout nombre réel n associe le nombre n? + 1. On peut écrire que v(u(n)) = n?+1 = f(n). On
dit que f estla composée de u suivie de (par) v. On note parfois f = vo u.

2

(=
Définition 10 : fonction composée

Soit z une fonction de I dansJ et v une fonction de J dans K.
On appelle fonction composée de u par (suivie de) v la fonction définie par :

I - K
f:

x — v(u)

Onnote f = vo u ce qui correspond a x — u(x) — v(u(x)).

Exemple 8 :

| Décomposez la fonction x — —-

=7 en fonctions « élémentaires ».

f ordre de composition

En général uo v # vou:l'ordre de composition est important.
Reprenez les exemples précédents et inversez |'ordre...

b. Sens de variation d’une composée

.
* Théoreme 1 : sens de variation d’'une composée

Soit # une fonction de I dans J et v une fonction de J dans K.
— si u et v sont de méme sens de variation alors v o u est croissante;
— si u et v sont de sens de variation contraires alors v o u est décroissante.

Démontrons par exemple le cas ot les deux fonctions sont décroissantes respectivement sur I et J.
Prenons deux nombres quelconques de I tels que :

n<np
Alors, comme u est décroissante sur I, elle inverse I’ordre des nombres. Ainsi :
u(ny) u(n)

Les deux nombres u(n;) et u(n,) appartiennent a J et la fonction v est décroissante sur J donc :
v(u(ny) v(u(ny)
On en déduit que la fonction vo u ......ccceeeeevervennennen. Pordre surl: elle est doNc .......ccccceeeevervennennen. surl.
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