
Chapitre 2

LES COMPLEXES

Résumé Les nombres omplexes portent bien leur nom ! Ils interviennent partout :en algèbre, en analyse, en géométrie, en életronique, en traitement du signal, en mu-sique, et. Et en plus, ils n'ont jamais la même apparene : tant�t sous forme algé-brique, tant�t sous forme trigonométrique, tant�t sous forme exponentielle, ... Leursuès vient en fait de deux propriétés : en travaillant sur les nombres omplexes, toutpolyn�me admet un nombre de raines égal à son degré et surtout ils permettent dealuler failement en dimension 2.
2.1 - VOCABULAIRE ET PREMIÈRES PROPRIÉTÉSThéorème 1 L'ensembleCOn dé�nit un ensemble C. muni d'une addition et d'une multipliation qui prolongent elles de R. ontenant un nombre i véri�ant i 2 Æ¡1. tel que haque élément z de C peut s'érire de manière unique sous la formez Æ aÅ ib ave a et b des nombres réels
a. Forme algébriqueCette ériture unique est appelée forme algébrique du réel z.Le nombre a est appellé partie réelle de z et notéeRe(z)Le nombre b est appellé partie imaginaire de z et notée Im(z)! Im(z) est un nombre réel.



2 Chapitre 2- Les Complexesb. À quoi sert l'uniité de la forme algébrique ?Par exemple, après maints aluls savants, vous arrivez au résultat 2xÅ3y ¡5Å i (7x¡32y Å1)Æ 0 ave x et y des réels.Et bien le membre de gauhe est une forme algébrique puisque de la forme réel + i ¢réel. Or la forme algébrique de 0 est0Å i ¢0.Ainsi, une équation omplexe revient à deux équations réelles ( bienvenue dans la deuxième dimension... ) et don2xÅ3y ¡5Å i (7x¡32y Å1) Æ 0()8><>:2xÅ3y ¡5 Æ 07x¡32y Å1 Æ 0. Le plan omplexeNous avons vu que haque nombre omplexe peut être assoié à un point du plan qu'on munit d'un repère ¡O,¡!e1,¡!e2¢M(a,b)¡!e1¡!e2 ab0 axe réel
axe imaginaire ¡!u

FIG. 1 �À tout nombre omplexe z Æ a Å ib on assoie le point M de oordonnées (a,b) qu'on appelle image de omplexez Æ aÅ ib. On le note souvent M(z).Inversement, à tout point M du plan de oordonnées (a,b), on assoie son af�xe z Æ aÅ ib qu'on note souvent zM.En�n, à tout veteur ¡!u Æ a¡!e1Åb¡!e2 de oordonnées (a,b) dans la base ¡¡!e1,¡!e2¢ est assoié une af�xe z¡!u Æ aÅ ibd. Premiers aluls géométriques. Soient ¡!u et¡!v deux veteurs de oordonnées respetives (a,b) et (a0,b0), alors ¡!u Å¡!v Æ (aÅa0)¡!e1Å(bÅb0)¡!e2, donz¡!uÅ¡!v Æ z¡!u Å z¡!v. Demême, si ¸ est un nombre réel z¸¡!u Æ¸z¡!u. Alors, si I est lemilieu du segment [A,B℄, on a zI Æ 12(zAÅ zB). Plus généralement, si G est le baryentre du système n(A1,®1), (A2,®2), ¢ ¢ ¢ , (An®n)o alorszG Æ ®1zA1 Å®2zA2 Å¢¢ ¢®nzAn®1Å®2Å¢¢ ¢®n. Pour tous points A et B z¡!AB Æ zB¡ zAGuillaume Connan, Lyée Jean Perrin - Tale STI GE , 2006-2007



2.1- VOCABULAIRE ET PREMIÈRES PROPRIÉTÉS 3e. Conjugué d'un omplexeDé�nition 1 ConjuguéOn appelle onjugué du nombre omplexe z Æ aÅ ib le nombrez Æ a¡ ibGéométriquement ela donne M(z)
M(z)¡!e1¡!e20 axe réelFIG. 2 �Je vous laisse prouver les propriétés immédiates suivantesPropriété 1 Propriétés des onjugués. M(z) et M0(z) sont symétriques par rapport à l'axe (O,¡!e1). z1Å z2 Æ z1Å z2. z1z2 Æ z1 z2. z Æ z. z 2R() z Æ z. z 2 iR() z Æ¡z. Re(z)Æ 12 (zÅ z). Im(z)Æ 12 (z¡ z). Si z Æ aÅ ib, alors zz Æ a2Åb2f. À quoi servent les onjugués ?Àmontrer qu'un omplexe est un réelEn effet, si on arrive à montrer que z Æ z, alors on en onlut que z est réel.À rendre réel des dénominateurs pour obtenir des formes algébriquesEn effet, z ¢ z Æ (aÅ ib)(a¡ ib)Æ a2¡ (ib)2Æ a2Åb2Ainsi, pour obtenir la forme algébrique de l'inverse de 2Å i ,12Å i Æ 12Å i £ 2¡ i2¡ i Æ 2Å i4Å1 Æ 25 Å 15 iGuillaume Connan, Lyée Jean Perrin - Tale STI GE , 2006-2007



4 Chapitre 2- Les Complexesg. Module d'un nombre omplexeDé�nition 2ModuleLe module du omplexe z est le réel positif noté jzj tel quejzj Æpz zQuelques remarques. Cette dé�nition en est bien une ar z z Æ a2Åb2 d'après notre étude sur les onjugués.. Si a est un réel, jaj Æ pa a Æpaa Æpa2 ar a Æ a. Don le module de a est bien la valeur absolue de a et notrenotation est ohérente.La notion de module dans C généralise don elle de valeur absolue dans R.Interprétation géométrique M(aÅ ib)
¡!e1¡!e2 a

b
0 axe réel

axe imaginaire pa2Åb2
FIG. 3 �Nous venons de voir que, si z Æ aÅ ib, alors jzj Æpa2Åb2Or, qu'est-e quepa2Åb2 si e n'est la norme du veteur ¡¡!OM ou enore la longueur OM.jzMj Æ k¡¡!OMk ÆOM ¯̄z¡!u ¯̄Æ k¡!u kPropriétés desmodulesJe vous laisse prouver les propriétés suivantesPropriété 2Modules. ¯̄z ¯̄Æ jzj. jzj Æ 0() z Æ 0. jz1 ¢ z2j Æ jz1j ¢ jz2j. Re(z)6 jzj. Im(z)6 jzjLa propriété suivante mérite une petite aide à la démonstrationGuillaume Connan, Lyée Jean Perrin - Tale STI GE , 2006-2007



2.2- RÉSOLUTION D'ÉQUATIONS DU SECONDDEGRÉ 5Propriété 3 Inégalité triangulaire jz1Å z2j6 jz1jÅ jz2jC'est à dire, pour aller de Nantes à Montaigu, il est plus long de passer par Bratislava que de suivre la RN 137.Comme il s'agit d'une démonstartion lassique, nous allons la détailler. Elle pourra servir à d'autres oasions.Comme les deux membres de l'inégalité sont positifs, il suf�t don de omparer les arrés de haque membre.Or jz1Å z2j2 Æ (z1Å z2)¡z1Å z2¢Æ (z1Å z2)¡z1Å z2¢Æ jz1j2Å ¡z1z2Å z1z2¢Åjz2j2D'autre part (jz1jÅ jz2j)2 Æ jz1j2Å2 jz1z2jÅ jz2j2Il s'agit don de omparer les « doubles produits ».Or z1z2Å z1z2 Æ z1z2Å z1z2 Æ 2Re (z1z2)6 2 jz1z2j d'après une propriété i-dessus. Donjz1Å z2j2 Æ jz1j2Å ¡z1z2Å z1z2¢Åjz2j2 6 jz1j2Å2 jz1z2jÅ jz2j2 Æ (jz1jÅ jz2j)2
2.2 - RÉSOLUTION D’ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉa. Raine arrée d'un nombre omplexeL'objet de ette setion est de résoudre dans C l'équation z2 Æ®Raine arrée d'un nombre réelOn suppose ii que ® est un réel.. ®> 0 : alors z2 Æ®() (z¡p®)(zÅp®)Æ 0. Les solutionsa sont don §p®On onnait : z2 Æ 4() z Æ¡2 ou z Æ 2. ®Ç 0 : alors z2 Æ®() (z¡ ip¡®)(zÅ ip¡®)Æ 0. Les solutions sont don §ip¡®C'est la nouveauté : z2 Æ¡4() z Æ¡2i ou z Æ 2iRaine arrée d'un omplexe non réelLes hoses se ompliquent ! Nous allons traiter un exemple pour ne pas vous faire (trop) peur.Cherhons les raines arrées de 4Å3i , à savoir les nombres aÅ ib tels que (aÅ ib)2 Æ a2¡b2Å2i ab Æ 4Å3i . Par uniitéde la forme algébrique on obtient8>><>>: a2¡b2 Æ 4a2Åb2 Æ 52ab Æ 3Ainsi a2 Æ 9/2 et b2 Æ 1/2, don a Æ§3p2/2 et b Æ§p2/2, or 2ab Æ 3, don a et b sont de même signe.Les solutions sont don p22 (3Å i ) et ¡p22 (3Å i )aLA solution si ®Æ 0 Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - Tale STI GE , 2006-2007



6 Chapitre 2- Les Complexesb. Résolution de ax2ÅbxÅ Æ 0 ave a, b et  des réelsC'est omme en 1ère : ax2ÅbxÅ Æ 0() a·µxÅ b2a ¶2¡ b2¡4a4a2 ¸Æ 0() µxÅ b2a ¶2 Æ b2¡4a(2a)2Tout dépend don du signe de b2¡4a, puis on utilise les résultats de la setion préédente.Théorème 2 Résolution de ax2Åbx Å Æ 0 ave a, b et  des réelsL'équation ax2ÅbxÅ Æ 0 admet toujours des solutions sur C.Notons ¢Æ b2¡4a le disriminant de l'équation. Si ¢Æ 0, il existe une unique solution x Æ¡ b2a. Si ¢È 0, il existe deux solutions réelles x Æ ¡b§p¢2a. Si ¢Ç 0, il existe deux solutions omplexes onjuguées x Æ ¡b§ ip¡¢2aVous serez amenés au hasard d'exeries à résoudre des équations à oef�ients omplexes, mais on n'attend de vousauun savoir-faire partiulier : vous serez guidés pas à pas.
2.3 - FORME TRIGONOMÉTRIQUEa. Argument d'un omplexe non nulForme trigonométriqueVous vous souvenez de la orrespondane entre C et le Plan. Nous avions privilégié les oordonnées artésiennes d'unpoint. On aurait pu utiliser tout aussi bien ses oordonnées polaires. Le Plan a ette fois besoin d'être orienté (il le seraimpliitement à partir de maintenant). M(z)

¡!e1¡!e2 r osµ
r sinµ

0 rµ
FIG. 4 �Ainsi, (r,µ) étant le ouple de oordonnées polaires de l'image M de z, on a z Æ r osµÅ i r sinµ déterminé de manièreunique, ar 'est en fait une forme algébrique déguisée : on l'appelle forme trigonométrique du omplexe z.z Æ r (osµÅ i sinµ)Les physiiens notent e résultat sous la forme z Æ [r,µ℄Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - Tale STI GE , 2006-2007



2.3- FORME TRIGONOMÉTRIQUE 7Congruenemodulo 2¼Vous renontrerez souventb la notation x ´ y[2¼℄ qui se lit « x est ongru à y modulo 2¼ ». Elle veut simplement dire quex¡ y est un multiple de 2¼, 'est à dire qu'il existe un entier relatif k tel que x¡ y Æ k£2¼. Retenonsx ´ y[2¼℄() il existe k 2Z tel que x Æ y Å2k¼Par exemple, vous savez que ¼3 ´ 4¼3 [2¼℄.Mesure d'un angle de veteursNous n'avons pas les moyens de dé�nir « proprement » les angles de veteurs. Nous n'en avons qu'une dé�nition intui-tive. Ce qui nous intéresse, 'est que µ est UNE mesure en radians de l'angle de veteurs ³¡!e1,¡¡!OM´. UNE mesure, ar elleest dé�nie modulo 2¼. Et bien ette mesure sera UN argument du omplexe z, qu'on notera argz. On retiendraargz ´ µ[2¼℄Par exemple, arg32´ 0[2¼℄, arg32i ´ ¼2 [2¼℄.Des formes trigonométriques de référene. 1Æ os0Å i sin0 don j1j Æ 1 et arg(1)´ 0[2¼℄. i Æ os³¼2 ´Å i sin³¼2 ´ don ji j Æ 1 et arg(i )´ ³¼2 ´ [2¼℄. j1Å i j Æp2 et 1Å i Æp2�p22 Å ip22 !Æp2³os³¼4 ´Å i sin³¼4 ´´ don arg(1Å i )´ ³¼4 ´ [2¼℄. jp3Å i j Æ 2 etp3Å i Æ 2�p32 Å 12 i!Æ 2³os³¼6 ´Å i sin³¼6 ´´ don arg(p3Å i )´ ³¼6 ´ [2¼℄b. Correspondane forme algébrique / forme trigonométriqueSoit z le omplexe de forme algébrique aÅ ib et de forme trigonométrique r (osµÅ i sinµ) alors on a d'une parta Æ r osµ b Æ r sinµet d'autre part r Æ jzj Æpa2Åb2Si z est non nul, son module r Æpa2Åb2 sera non nul également. Ainsi, nous pouvons érire z sous la formez Æ pa2Åb2 µ apa2Åb2 Å i bpa2Åb2 ¶Æ r µ apa2Åb2 Å i bpa2Åb2 ¶Æ r (os(µ)Å isin(µ))Nous en déduisons que os(µ)Æ apa2Åb2 sin(µ)Æ bpa2Åb2Ainsi, onnaissant a et b, on peut obtenir le module et un argument de aÅ ib. On obtiendra une mesure exate de µ sios(µ) et sin(µ) sont des valeurs onnues omme 1/2,p3/2, 1, et.Sinon, on obtiendra une valeur approhée à l'aide des touhes @et ?, ou enore ave A. En effet, os(µ) étantnon nul,bCela doit titiller la mémoire des spéialistesSinon, on sait qui est µ... Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - Tale STI GE , 2006-2007



8 Chapitre 2- Les Complexestan(µ)Æ sin(µ)os(µ) Æ bpa2Åb2apa2Åb2 Æ bae qui déterminera une valeur de l'argument modulo ¼.
0

I

J

sin(θ)

− sin(θ)

cos(θ)

− cos(θ)

tan(θ)

θ

π + θFIG. 5 � La tangente est déterminée à ¼ prèsIl suf�ra ensuite de onsidérer le signe de os(µ) ou de sin(µ) pour savoir à qui on a affaire.. Opérations sur les formes trigonométriquesSoit z Æ r (osµÅ i sinµ) et z0 Æ r 0 ¡osµ0Å i sinµ0¢, alorszz0 Æ r r 0 £¡osµosµ0¡ sinµsinµ0¢Å i ¡sinµosµ0Åosµsinµ0¢¤Vous qui onnaissez parfaitement vos formules d'addition, vous en déduisez quezz0 Æ z Æ r r 0 ¡os¡µÅµ0¢Å i sin(µÅµ)0¢Ainsi, nous arrivons au résultat apital arg(zz0)Æ arg(z)Åarg(z0) [2¼℄Cela va VOUS permettre de démontrer les propriétés suivantes ave un peu d'astue et de patienePropriété 4 Propriétés algébriques des arguments. arg(zz0)Æ arg(z)Åarg(z0) [2¼℄. arg(zn)Ænarg(z) [2¼℄. argµ1z ¶Æ¡arg(z) [2¼℄. arg³ zz0 ´Æ arg(z)¡arg(z0) [2¼℄. arg(z)Æ¡arg(z) [2¼℄. arg(¡z)Æ¼Åarg(z) [2¼℄En partiulier, la formule onernant zn nous permet d'érireThéorème 3 Formule deMoivre ¡osµÅ j sinµ¢n Æ os(nµ)Å j sin(nµ)Nous nous rendons ainsi ompte queGuillaume Connan, Lyée Jean Perrin - Tale STI GE , 2006-2007



2.4- LES OBJETS GÉOMÉTRIQUES ET LES COMPLEXES 9Les formes trigonométriques sont adaptés aux produits de omplexesLes formes algébriques sont adaptées aux sommes de omplexesMais revenons à nos premières amours : aluler en géométrie...
2.4 -LES OBJETS GÉOMÉTRIQUES ET LES COMPLEXESa. De l'objet au omplexeComment aratériser un erle ?Le erle de entre A et de rayonR est l'ensemble des points situés à la distane Rde A. Il est faile de traduire simplementela en langage omplexe... M(z)2C (A,R)() jz¡ zAj ÆRComment aratériser un triangle isoèle ?C'est enore une histoire de distane, don demodule : ABC est isoèle de sommet prinipal A si et seulement si ABÆ ACdon ABC isoèle de sommet prinipal A() jzB¡ zAj Æ jzC¡ zAj () ¯̄̄̄ zB¡ zAzC¡ zA ¯̄̄̄Æ 1Comment aratériser un triangle retangle ?On peut enore parler distane grâe au théorème de PythagorejzC¡ zBj2 Æ jzB¡ zAj2ÅjzC¡ zAj2ou angle droit : mais 'est l'angle géométrique qui nous intéresse, don nous travaillerons modulo ¼³¡!AB,¡!AC´Æ ³¡!AB,¡!e1´Å ³¡!e1,¡!AC´Æ¡³¡!e1,¡!AB´Å ³¡!e1,¡!AC´Æ¡arg³z¡!AB´Åarg³z¡!AC´Æ arg� z¡!ACz¡!AB !Æ argµ zC¡ zAzB¡ zA ¶³¡!AB,¡!AC´´ ¼2 [¼℄() argµ zC¡ zAzB¡ zA ¶´ ¼2 [2¼℄Comment aratériser les différents quadrilatères ?Petite révision de ollège... Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - Tale STI GE , 2006-2007



10 Chapitre 2- Les Complexes
qui a ses diagonales quise oupent en leur mi l i euqui a tous ses  �ot és opposésparal l �elesqui a tous ses  �ot és opposésde m �eme longueurqui a deux  �ot és paral l �eleset de m �eme longueurqui a tous ses ang lesopposés de m �eme mesurequi a ses ang lesonséuti f s suppl émentai res

qui a 3 ang les droi t s qui a un ang ledroi tqui a ses diagonalesde m �eme longueur

qui a 4  �ot és de m �eme longueur
qui a deux  �ot és onséuti f sde m �eme longueurqui a ses diagonalesper pendiulai res

qui a deux  �ot és onséuti f sde m �eme longueurqui a ses diagonalesper pendiulai res
qui a un ang ledroi t

qui a ses diagonalesde m �eme longueurQuadr i l at �ere Paral l élog ramme
Retang le

Losange
Car r é

FIG. 6 �qu'il vous suf�ra d'adapter onnaissant e qui préède.b. Du omplexe à l'objetQue représente z¡32Å5i ?Soit A le point d'af�xe 32¡5i et M le point d'af�xe z, alors z¡32Å5i Æ zM¡ zA Æ z¡¡!AMComment interpréter jz¡32Å5i j Æ 3 ?D'après e qui préède, on aboutit à AMÆ 3 : il s'agit don du erle de entre A et de rayon 3.Comment interpréter j32Å i zj Æ 5 ?j32Å i zj Æ ji (¡32i Å z)j Æ ji j£ jz ¡32i j Æ jz ¡32i j Æ BM ave M le point d'af�xe z et B le point d'af�xe 32i . On retombedon sur un erle.Comment interpréter jz¡aj Æ jz¡bj ?Soit M d'af�xe z, A d'af�xe a et B d'af�xe b. Alors l'égalité se traduit par AMÆBM, donM est équidistant de A et B, donM est sur la médiatrie de [AB℄.Que se ahe-t-il derrière le quotient zC¡ zAzB¡ zA ?Il suf�t de remarquer que zC¡ zAzB¡ zA Æ z¡!ACz¡!AB . Don vous utiliserez le fait que. arg( zC¡ zAzB¡ zA )Æ (¡!e1,¡!AC)¡ (¡!e1,¡!AB)Æ (¡!AB,¡!AC). ¯̄̄̄ zC¡ zAzB¡ zA ¯̄̄̄Æ ACABDans d'autres as, vous serez onfrontés à l'interprétation d'une égalité du style zC¡ zAzB¡ zA Æ ¸ qui se traduit par z¡!AC Æ¸z¡!AB, don. si ¸ 2R, alors ¡!ACÆ¸¡!AB et don A, B et C sont alignés.. si ¸ 2 iR, z¡!AC Æ§j¸ji z¡!AB et don arg³z¡!AC´´§¼2 Åarg³z¡!AC´ [2¼℄ 'est à dire (AC)?(AB). si ¸Æ§i , alors le triangle ABC est isoèle et retangle en AGuillaume Connan, Lyée Jean Perrin - Tale STI GE , 2006-2007



2.5- COMPLEXES ET ÉLECTRONIQUE 11Comment interpréter (MA,MB)´ ¼2 [¼℄ ?On déduit de ette relation que le triangle AMB est retangle en M, don que M dérit le erle de diamètre [AB℄ privédes points A et B.. En attendant la deuxième partie du ours...Soit z Æ 3Å2i , alors ¡1£z Æ¡3¡2i et i £z Æ 3i Å2i 2 Æ¡2Å3i . Notons M, M0 et M00 les points d'af�xes respetives z, ¡zet i z
0

M(3 , 2)
¡!e1¡!e2

M0(¡3 , ¡2)

M00(¡2 , 3)

FIG. 7 �Ômonde merveilleux ! Une multipliation par i se traduit par un quart de tour, une multipliation par ¡1 se traduit parun demi-tour, deuxmultipliations suessives par i , 'est à dire une multipliation par i 2 Æ¡1 se traduit bien par deuxquarts de tour, i .e. un demi tour. Mais ei est une autre histoire...
2.5 - COMPLEXES ET ÉLECTRONIQUEa. Somme de deux grandeurs sinusoïdalesOn onsidère la situation suivante : i i1i2

FIG. 8 � Loi des maillesLe ourant initial i et les trois ourants résultants i1 et i2 ont la même pulsation !.Si ik Æ bIk sin(!t Å'), alors, en notant Ik la valeur ef�aed de ik on aIk Æ £Ik ,'¤Æ Ik ¡os'Å jsin'¢ave bIk Æp2IkdNous apprendrons à la aluler quand nous aurons étudié le alul intégralGuillaume Connan, Lyée Jean Perrin - Tale STI GE , 2006-2007



12 Chapitre 2- Les ComplexesLa loi des mailles nous dit que, à haque instant t , i (t)Æ i1(t)Å i2(t).Il est temps à présent de se souvenir d'une petite formule de trigo :sin(aÅb)Æ sina osbÅ sinb osaVous pouvez alors montrer que, d'une parti1(t)Å i2(t)Æ ³p2I1 os'1Åp2I2 os'2´sin(!t)Å ³p2I1 sin'1Åp2I2 sin'2´os(!t)et d'autre part i (t)Æ ³p2I os'´sin(!t)Å ³p2Isin'´os(!t)puisque la relation i (t)Æ i1(t)Å i2(t) est vraie à haque instant, elle est don vraie en partiulier au temps t Æ 0, d'oùp2Isin'Æp2I1 sin'1Åp2I2 sin'2(pourquoi ?) et en t Æ¼/2! on obtient p2Ios'Æp2I1os'1Åp2I2 os'2Vous pouvez alors expliquer pourquoi I0 Æ I1Å I2dans le as de signaux de même pulsation. Cela va nous rendre de grands servies, ar il va être beauoup plus simpled'additionner des omplexes plut�t que des grandeurs sinusoïdales.Exemple Considérons i1 Æ 2p2sin ¡!t Å¼/4¢ et i1 Æ 3p2sin ¡!t ¡¼/6¢Alors vous obtenez d'une part I1 Æ 2³os³¼4 ´Å jsin ³¼4 ´´Æp2¡1Å j¢et d'autre part I2 Æ 3³os³¡¼6 ´Å jsin ³¡¼6 ´´Æ 32 ³p3¡ j´Nous en déduisons que I0 Æ I1Å I2 Æ �p2Å 3p32 !Å jµp2¡ 32 ¶On ne reonnais pas de lignes trigonométriques onnues. Nous allons don utiliser des valeurs approhées.I0 ' 4,012289774¡0,08578643763jNous en déduisons que l'intensité ef�ae vaut environ 4,01 Ampères et une mesure de son argument -0,021radians, et don i (t)' 4,01p2sin(!t ¡0,021)b. Impédane omplexeVous vous souvenez que l'impédane omplexe Z est dé�nie parZÆ UI ÆRÅ jXave R la resistane et X la réatane du dip�le..Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - Tale STI GE , 2006-2007



2.5- COMPLEXES ET ÉLECTRONIQUE 13Cas d'une bobine parfaiteOn onsidère la situation suivante : u ( t )Li ( t ) FIG. 9 � Bobine parfaitePar dé�nition de l'intensité i (t), on a u(t)Æ L di (t)dt . Or i (t)Æ Ip2sin ¡!t Å'¢, donu(t) Æ L d³Ip2sin ¡!t Å'¢´dtÆ LIp2!os¡!t Å'¢Æ L!Ip2sin ¡!t Å'Å¼/2¢ ar sin ¡xÅ¼/2¢Æ os(x)Don U Æ £IL!,'Å¼/2¤ etNous en déduisons que, d'une part Arg¡Z¢ Æ Arg¡U¢¡Arg¡I¢Æ 'Å¼/2¡'Æ ¼2d'autre part ¯̄Z¯̄ Æ ¯̄U¯̄/¯̄I¯̄Æ IL!/IÆ L!Finalement, on obtient que ZÆ hL!, ¼2 iÆ jL!ar je vous rappelle que h1, ¼2 iÆ os¡¼/2¢Å jsin ¡¼/2¢Æ jMontrez de même que l'impédane omplexe d'un ondensateur parfait de apaité C vaut 1/ j ! sahant que pardé�nition i (t)ÆC du(t)dtL Exercice 1 Filtre et inversion complexeInversion omplexe On onsidère l'appliation f du plan omplexe dans C qui à tout point M d'af�xe non nulle zassoie le point M0 d'af�xe 1/z. On pose z Æ xÅ i y la forme algébrique de z et x0Å i y 0 elle de l'af�xe z0 deM0.1. Exprimez x0 et y 0 en fontion de x et y .2. Quelle est l'image de M0 par f ? Déduisez-en l'expression de x et y en fontion de x0 et y 0.3. Soit D une droite d'équation x Æ k ave k 2R. Déterminez une équation de l'image de D par f . Déduisez-en la naturede ette image.4. Cas partiulier : déterminez l'image de la droite ¢ d'équation x Æ 32.Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - Tale STI GE , 2006-2007



14 Chapitre 2- Les ComplexesUn peu d'életronique : étude d'un �ltre On bidouille un �ltre en mettant deux résistanes R et deux ondensateursde apaité C de manière rusée. Quand on applique à l'entrée une ertaine tension de pulsation !, on reueille à lasortie un nouveau signal « �ltré » mais de même pulsation. Ce �ltre est aratérisé par la fontion de transfert T dé�niepar T(!)Æ 11Å Z1(!)Z2(!) ave Z1!)ÆRÅ 1jC! et Z2(!)Æ 11R Å jC!
R

C
CR

e1
e2

FIG. 10 � FiltreJusti�ez les valeurs trouvées de Z1 et Z2Les onstantes R et C sont bien sûr stritement positives. En életronique, on note j le nombre véri�ant j2 Æ¡1 pour nepas faire de onfusion ave l'intensité i .1. Montrez que T(!)Æ 13Å j µRC!¡ 1RC!¶2. a) On onsidère la fontion dé�nie sur ℄0,Å1[ parh(!)ÆRC!¡ 1RC!Dressez le tableau de variation de h sur ℄0,Å1[.b) On onsidère le point m d'af�xe 3Å jh(!). Quel est l'ensemble (D) dérit par le point m lorsque ! parourt℄0,Å1[ ?) Quelle transformation assoie au pointm le point M d'af�xe ZÆT(!) ?d) Déduisez-en l'ensemble (E) dérit par le point M quand! parourt ℄0,Å1[.e) Traez sur un même graphique les ensembles (D) et (E). Vous prendrez pour unité 6m.Vous représenterez également le pointm0 d'af�xe 3Å j et son image M0 par la transformation envisagée.
. Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - Tale STI GE , 2006-2007



2.6- Formulaire de Trigonométrie 15
2.6 - Formulaire de Trigonométrie. Formulessin2 xÅos2 x Æ 1os(aÅb)Æ osa osb¡sina sinbos(a¡b)Æ osa osbÅsina sinbsin(aÅb)Æ sina osbÅsinb osasin(a¡b)Æ sina osb¡sinb osatan(aÅb)Æ tanaÅ tanb1¡ tana tanb , pour aÅb 6Æ ¼2 Åk¼, k 2Ztan(a¡b)Æ tana¡ tanb1Å tana tanb , pour a¡b 6Æ ¼2 Åk¼, k 0 2Z. Transformation de produits en sommeosa ¢osb Æ 12 ¢ (os(aÅb)Åos(a¡b))sina ¢sinb Æ 12 ¢ (os(a¡b)¡os(aÅb))sina ¢osb Æ 12 ¢ (sin(aÅb)Åsin(a¡b)). Transformation de sommes en produitsospÅosq Æ 2 ¢os(pÅq2 ) ¢os(p¡q2 )osp¡osq Æ¡2 ¢sin(pÅq2 ) ¢sin(p¡q2 )sinpÅsinq Æ 2 ¢sin(pÅq2 ) ¢os(p¡q2 )sinp¡sinq Æ 2 ¢sin(p¡q2 ) ¢os(pÅq2 ). Formules de dupliationos(2x)Æ os2 x¡sin2 x Æ 2os2 x¡1Æ 1¡2sin2 xsin(2x)Æ 2osx sinxtan(2x)Æ 2tanx1¡ tan2 x , x 6Æ ¼4 Åk¼2 pour k 2ZAve t Æ tan(x2 ), on a :sinx Æ 2t1Å t2 , osx Æ 1¡ t21Å t2 , tanx Æ 2t1¡ t2

. Guillaume Connan, Lyée Jean Perrin - Tale STI GE , 2006-2007



16 Chapitre 2- Les Complexes
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